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Otros circuitos RLC de 2do orden

Otros circuitos eléctricos cuyas ecuaciones diferenciales
que gobiernan la dinamica del sistema son de 2do orden.
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(a) Circuitos de 2do orden (b)
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Circuito paralelo
Circuito paralelo forzado (EDO no homogénea):
d*i 1 dig 1 vr ()
ar T Ry C dt TIctT Ry LC
Circuito paralelo natural (EDO no homogénea):
d%ip (1) 1 dig(t) 1
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Caso circuito paralelo

Respuesta natural (solucién EDO homogénea)
Circuito paralelo natural (EDO no homogénea):
d?ip (1) 1 dip (1) 1 . -
a TrRe ar Tt =0

La ecuacion caracteristica esta dada por:
, 1 1
P —s+—=0
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Cuyas raices son:
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Caso circuito paralelo




Respuesta natural - tipoRs.

Analizando el signo dentro MWH—e
de la raiz cuadrada: '

Caso circuito & | |
peea ORI = I 4
*Caso I: ! |

SOLUCION L T e R
SOBREAMORTIGUADA \ RC LC ®

51y 52 son raices reales diferentes. Luego: iy (1) = Kje *' + K,e *'

«Caso II: 2
SOLUCION ( RS ) _ 4
CRITICAMENTE AMORTIGUADA \ RC LC

51y $2 son raices reales y repetidas. Luego: i; (1) = Kie * + Kite

+Caso III: [ \2 4
SOLUCION (_) <
SUBAMORTIGUADA \ RC LC

, R . _ )(u'+jﬁ)f - ?lﬂ'—jﬁlf
s1y $2son raices complejas. Luego: (1) = K¢ + K¢

Respuesta sobreamortiguada

Una respuesta sobreamortiguada A —@
naturalmente decae a cero en la S B ,
ausencia de una funcién de

| |

- Caso circuito i i
forzamiento: paralelo C) vr(0) ICJ—_ L
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Respuesta en el tiempo de un circuito sobreamortiguado de 2do orden
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Respuesta criticamente N — 1

|
. i
amortiguada Ono e :éL
Una respuesta criticamente amortiguada i T_
difiere de un decaimiento exponencial; para [ —
pequefios 7, la funcion r crece mas rapido o
que el decaimiento «—<’, luego la funcion al Caso circuito paralelo
principio aumenta, alcanzando un maximo
ent =11/a, y finalmente decae a cero.  ;, (¢ ) = Kie ™ + Kate™
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Respuesta en el tiempo de un circuito criticamente amortiguado de 2do orden

Respuesta e |
subamortiguada @EC C,E:%L

Una respuesta subamortiguada presenta
un comportamiento oscilatorio.

. . Lot jpt et —jBt —
ip(t)= Kiee + Kae™e Caso circuito paralelo
X . ol e [
Si K, = K; = K, entonces: (1) = Ke™ (2cos fr)

ip(1)

L Ko
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Respuesta en el tiempo de un circuito subamortiguado de 2do orden

04/06/2012



Respuesta natural — Ejemplo 1

Encontrar la respuesta natural de i, (1) en el circuito dado.
Datos: Ri =8kQ: R, =8kQ: C=10uF; L=1H.

*EDO Li’:ji_ 1 (”_r_ 1 X
Ey 4 i =0
dt- RC dt LC
donde: g = R,||R;
«Ecuacion caracteristica +
. 1 1 s
T4 — — =0 —
R T e
*Raices

510 =—12.54 j316
*Respuesta natural

iL(t) = K e\ "125+3100 | g (-125-j316

Yo

I

Caso circuito paralelo

donde K,y K, seran determinados una vez la solucién completa sea
conocida, esto es, una vez que la respuesta forzada para la fuente

vs(?)ancontrada.

Respuesta natural — Caso 1

Determinar el voltaje del capacitor como funcion del tiempo. El
capacitor ha sido cargado (a través de un circuito separado, no
mostrado) antes de cerrar el switch, tal que vc(0) =5 V.

‘EDO 2, Rdi 1 1 dVs

= —i=——
dt* Ldt LC L dt
donde el capacitor actia como un circuito
abierto en estado estacionario.

«Ecuacion caracteristica
B Lo
A —S5 _— =
L LC

*Raices s; = —208.7; s =—4,791.3

t=0
+ve(d) R

o— ——wWW—

c Tt

O ﬁ'?(;{) {)§

R=5000Q L=1H C=1uF
Vs=25V

*Respuesta natural iy(/) = Kje*%7 + Kye *71%

*Respuesta forzada funcién de forzamiento=0

*Soluciéon completa

(1) = iy(t) = Kje 2087 4 Kye 7913

L
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Respuesta natural — Caso 1

Determinar el voltaje del capacitor como funcion del tiempo. El
capacitor ha sido cargado (a través de un circuito separado, no
mostrado) antes de cerrar el switch, tal que vc(0) =5 V.

30

5

«Condiciones iniciales para los

2 —
elementos que almacenan energia *
=1

i (0F)=0A. wve(0f)=5V. ZB //
10
* (0T =0= K"+ K¢ .
. l"L(O+) = VS —_ [!C(O+} — UR{O+} 0

di N 1 N o o Time (s)
—((07) = Zl.‘L(O ) =20= —208.7K,e" — 4.791.3K,e Capacitor

dt .
-Solucién total corriente sobreamortiguado

i(1) = 4.36 x 107307287 _ 436 x 1037771 A

e
-Solucién voltaje capacitor ") = ¢ fo Hn)dt +vc(0)

Ve (1) = 25 — 20.9¢ %7 L 0.9e*T13

Respuesta natural — Caso 11

Determinar la respuesta completa de v(7) en el circuito.

*EDO 4%v 1 dv 1 1dI
‘ +—‘=—(—S=0 %—

>+ 5= t
dr*  RCdr LC C dt
donde la funcion de forzamiento DC es cero,. | X L =0
ya que el inductor actda en corto circuito 19 ‘ _
en estado estacionario. ‘(f)“%-“(").g# (0 “‘"(")ICD
_ s
Ecuacion caracteristica
, 1

SHTste=0 L=2H C=2uF

‘Raices s, = —500 53 = —500 R=500Q Ig=5A

*Respuesta natural v, (1) = K, + Kyre™™
*Respuesta forzada funcién de forzamiento=0

Solucion completa v(r) = vy (1) = K% + Kyre
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Respuesta natural — Caso I1

Determinar la respuesta completa de v(¢) en el circuito

*Condiciones iniciales para los
elementos que almacenan energia
ir(0NY=0A. ve(07)=0V;

e p(07) =0 = K1+ K, % 0e°
dv dve(07) 1

R += = —i 0+=5=CK —500 +K1
cff( dt (JC( ) K ) 2]
Is —ip(07) —ip(0F) —ic(0T) =0

*Solucion total voltaje /
v(1) = 2.5 x 10% 7V 15 /

21

X /

>
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e \‘—"———_
Respuesta criticamente 900 5004 0.005 0005 001 0012 0017 006 008 0.2
amortiguada del voltaje del Time (5)
circuito

Respuesta natural — Caso I11

Determinar el voltaje de la carga como funcion del tiempo.

Dado que Vi.a = Rir(f). se resolvera para la co;r:iebnte del inductor.
L c

oEDod'iL+R(J'!L+ 1 . ldv,g -0 o_/m\_)

ar T Ldr TLe't T Lar T —~ N
Ecuacion caracteristica — 12V| | RZVioad
2t R + : 0 \ ir(f) s
5 —35 _— =
L " IC : .
*Raices s, = —1,000 £ j4359 R=10.C =10 uF. L = 5 mH.

.Respuesta natural fLN(” — Kl(,(—1.000+j4.359)r 4 K:(,{—I.OOO—HJSQ):
‘Respuesta forzada funcion de forzamiento=0

*Solucion completa
i (1) =i n(1) = Kl(,(—1.000+j4.559)f 1+ K, e~ 1.000—j4.359)
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Respuesta natural — Caso I1I

Determinar la respuesta completa de v(7) en el circuito

*Condiciones iniciales para los

Ve

elementos que almacenan energia

ve(07) =0V i (07) =0A.
0T =0= K"+ K5e°
. df.L

dt

I
|

@

(=T N S )

PN

\
l
A

l \/

LV
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Time (s)

(07) = EUL(UJr) = 2,400 Respuesta subamortiguada del voltaje de carga

= (—1,000 + j4,359)K,¢" — (—1,000 — j4,359)K,¢°

(0 =Ve—0-0=12 V
Vs = 0e(07) = vg(07) — v, (07) =0
Solucion voltaje de la carga

VLoad (1) = Rip (1) = 2.753¢ 109 (— je/*3%0 4 jomI433)
= 5.506¢ 1% 5in(4,3591) V

Circuito RLC (forz

ado)

Si el voltaje F'(t)es del tipo sinusoida

écomo sera la solucion?

Al principio respuesta erratica, que luego

frecuencia 2,

1
LI" +RI' + FI = sen Ot

~

respuesta oscila a la frecuencia de excitacion.

L=1.R=10C=004 1)
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(@ PORLALUNA)  (b)
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(a) Fuerza de excitacion y (a) respuesta
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Circuito RLC
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EDO Lineal No Homogénea 2do orden

Dada la ecuacién lineal no homogénea de 2do orden
y'+ary +ay=1(t)

donde @ y a; son constantes, si V4(f) es la solucién

general de la ecuacién homogénea " + a1y’ +ayy =0

y7p(t) es la solucidon de la ecuacién no homogénea,

entonces y=yn+yp es la ecuacidon general de la EDO.

*Ya sabemos como calcular y; () que depende enteramente en las
raices de la ecuacion 2 + a;r +ay =0 -

*Para el calculo de y,(f) se tiene:
*Método de los coeficientes indeterminados.

+Variacion de parametros.

Método de los Coeficientes
Indeterminados - EDO No Homogénea 2do orden

«Idea para guiar la escogencia de }»(1): la primera y segunda
derivada de varias funciones son similares a la funcion original, v las
EDO toman combinaciones lineales de y, y/, y y"para obtener f(t),
luego es razonable tomar que la forma dey(t)sera similar a f().

*Ejemplo: Determinar la solucién general de
y' =3y —dy =4t 42t -9

«De la ecuacién no homogénea asociada: y"’ — 3y’ — 4y =0, la
solucién homogénea es: y, = cje ™! + cye*'.

2
Para la solucién particular escogemos: ¥p = at” + bt +¢
basado en la forma de la funcion de forzamiento. Los coeficientes son
econtrador por sustitucion directa.
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Método de los Coeficientes
Indeterminados - EDO No Homogénea 2do orden

“Notar que y, =2at+by y, =2a, luego se tiene:
20—3Qat+b)—4(at’> + bt +¢)=4>+2t—9
O reacomodando términos:
—dat® + (—6a —4b)t + (2a —3b — 4¢) = 447 + 2t — 9

Igualando los coeficientes se tiene el siguiente sistema de
ecuaciones:
—4da=14

—6a—4b=2
2a—3b—4c=-9

De donde la solucion general es:
y=ce ' +aet -t 141

Los coeficientes seran calculados de las condiciones iniciales.

Método de los Coeficientes
Indeterminados — Ejemplo 1

. . s " 3t
Determinar la solucién general de: y~ —y = l6e

*Resolviendo primero la ecuacién homogénea: " —y =0, la
solucion Vi es y, = cre' + e’

+Para la solucién particular elegimos y, = Ae’" . En este caso:
. y}’, =3Ae" y y;,’ = 9Ae’, luego por sustitucién encontramos:
9Ae’" — Ae’ = 16¢”"
Que resulta en: y, = 2¢™".
Luego la solucion general es:
y=yntyp=ce +oe ' +2e"

Los coeficientes seran calculados de las condiciones iniciales.

10
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Método de los Coeficientes
Indeterminados — Ejemplo 2

Determinar la solucion general de: y” — ' —2y = 10sint
*Resolviendo primero la ecuacién homogénea, se obtiene:
L2t Tt
yp=oae" +ae

*Para la solucion particular elegimos ¥p = Asint + Bcost , Se
incorpora una funcion coseno dado que esta se presenta al calcular la
derivada de f (¢) = 10sint.

sLuego se tiene que: y, = Acost — Bsint y ;' = —Asint — Bcost.
*Reemplazando e igualando términos:
(—A+B—2A)sint+(—B—A—2B)cost = 10sint

-Luego la solucién general es:
Yy=yhtyp=nc e’ + e~ " —3sint +cost
Los coeficientes seran calculados de las condiciones iniciales,

t

Método de los Coeficientes
Indeterminados — Ejemplo 3

Determinar la solucion general de: " — y = 16¢ "

*Resolviendo la ecuacién homogénea, se obtiene: y;, = cie’ + e’

*Para la solucion particular elegimos )y = Ae™', de la cual se tiene
yp=—Ae "y yp =Ae™".
*Reemplazando se tiene: Ae™" — Ae™" = 16e~" (imposible)!!!

+La solucion particular escogida )p = Ae™', ya formaba parte
de la solucidn particular!

“Sea: yp = Ate” !, yp=—Ate™ + Ae™!, yl = Ate™" — Ae™" — Ae™".
*Sustituyendo en la EDO: (Afe ' —2Ae ') — (Ate ') = 16¢ !
*Arreglando y simplificando la Ultima ecuacion: yp = —8t€__’.

+Luego la solucién general es:  y = y;, +yp=a e+ e —8te!

11
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Método de los Coeficientes
Indeterminados — Ejemplo 4

Determinar la solucién general de: y" — y' = 4t

2

+La ecuacion caracteristica: r~ — r =0, de donde y;, = ¢ + ¢’

*Dado que f(r) = 4t, se elige y, = at + b. De donde y,=ay
}r}’; =0.
*Reemplazando se tiene: —a = 4r (imposible)!!!

Parte de la solucion particular escogida ya formaba parte de
la solucion particular!

Sea:yp=tlat+b), y, =2at + b, J/;; = 24, y sustituyendo en la
EDO: —2at + (2a—b) =4t

L, t 2
-Luego la solucién general es: vy = ¢; + e — 21" — 4t

Método de la Variacion de
Parametros - EDO No Homogénea 2do orden

«Al determinar la solucién general de ¥ + 4y’ — 5y =Int. usando
el método de los coeficientes indeterminados no podemos elegir la
funcion logaritmo pues su derivada no es el logaritmo!

Sea la EDO: y" + a1y +apy =f(t) donde ap y a1 son
constantes y f(¢) es una funcion continua. Suponer que
la solucién homogénea asociada es y, = ¢,y (1) +cya(t).
Se asume que la solucién J» tiene una forma mas
complicada que la solucién particular:

yp = ur(t)y1() +uz(t)y2(t)

donde las funciones 1y #2, son desconocidas y deben ser
calculadas.

12
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Método de la Variacion de
Parametros - EDO No Homogénea 2do orden
-Diferenciando Jp se tiene: y = uy; + ujy1 + w2y, + sy

-Imponiendo la condicion: i}y + uy> =0,

*Luego se tiene: y, = u1y| + ujy| + woy) +ury)
«Sustituyendo en la EDO original:

(w1 y) 4 1+ wayy +urys) +ay(ury) + wayy) + ao(u yy 4 urys) = f (1)
w1 (y) +ary] +aoy) +w(yy +aryy +aoys) + (uy) + u5y5) = f (1)

“Resulta en: [u)y| +hys =f(1) ]

-Luego: ¢ =% “ :f#dr
Y2y = s 72¥1 = N2

s__nf Lu=f}”“)
Sy = Y1Y3 = Y2y

Método de la Variacion de

Parametros - EDO No Homogénea 2do orden
Para la ecuacion lineal no homogénea de 2do orden

Yy +ary +agy=£(1)
donde () es una funcidn continua, asumir que y1 y »2 son
soluciones linealmente independientes de la ecuacion
homogénea correspondiente »" + a1y’ + a0y = 0, Luego,

una solucién particular es
yp = (1)y1 (1) + ua(t)ya(t)

donde u; y i:2satisfacen:

i nf t
up = [ # df Uy = f %
2y —ny; Yy, =2y

13
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Método de la Variacion de
Parametros — Ejemplo 1

Resolver la ecuacion diferencial: y” + y = sect , donde —5 <t < 7.
+La ecuacién caracteristica:r? + 1 = 0, luego y;, = ¢j cost + ¢y sint.

*Definiendo yi = costy y, = sint. Buscamos t1(1)y t2(f):

i =IL{#=>/ snfsect dt =In(cost)

Vayi — 15 —sin?t —cos?t

/ COst t
m:[%drsz“?zdF[m:t
YiYs — V2 cos? t 4sin“ ¢t

+La solucion particular resulta:
Yp =y +umy, = In(cost)cost+tsint

-Luego la solucién general es:
y=yn+yp=cicost+sint+In(cost)cost +tsint

Método de la Variacion de
Parametros - Ejemplo 2

Resolver la ecuacion diferencial: " + 4y’ +4y = e ' Int

L, . . R P I
+La solucion homogénea asociada es y, = c1e = + ate

. .7 I3 . -2 -2
*Por variacion de parametros asumimos: y, = u;(t)e” " + uy(t)te”

*Dado que Y1 = e 2! y 2= te=2', se obtiene que:

wf te (e " Int)
“ =/de=f 2t P P o
2y — ) te—2(—2e2t) — =2t (—2te—2t 4 ¢—2t)

1, 1,
=— [ tlhntdt=——t"Int+ -t~
/ n > n -1-4

, ,—2t( =2t
u?_:f%drzf ¢ (e 7lnt) dr:[lnrdr:rlnr—r
1Yy — vy e (=21 +1421)

. .7 . 1
Solucién general: Y=yt =ce + ote 2 + Erze_zf(zln t—3)

14
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Respuesta forzada sinusoidal

(solucion EDO no homogénea)

En ingenieria es frecuente encontrar fendmenos que
dependan de la frecuencia. Por ejemplo:

-estructuras vibran a una frecuencia caracteristica cuando excitadas
por vientos,

«el propulsor de un barco excita al eje a una frecuencia de vibracion
relacionada con la velocidad de rotacion del motor y el nimero de
hélices del propulsor,

«un motor de combustion interna es excitado periddicamente por la
combustion dada en cada uno de sus cilindros, a una frecuencia
determinada por el encendido de cada uno de los cilindros,

+Vientos soplando en una tuberia excitan una vibracion de
resonancia que es percibida como sonido (instrumentos de viento
operan bajo este principio)
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